
قلندری



1فصل
جبر و معادله

1 مجموع جملات دنباله های حسابی و هندسی
2 معادلات درجه دوم 

3 معادلات گویا و گنگ
4 قدر مطلق و ویژگی های آن

5 آشنایی با هندسه تحلیلی

راهنما و حل فعالیت ها ؛ کار در کلاس ها و تمرین هاى 
فصل 1  حسابان ( 1 )

تهیه و تنظیم: شهرام قلندرى

( بر اساس نسخه  پیش نویس کتاب )

@mmgh51
با تشکر فراوان از گروه هاى تلگرامى:
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در سال قبل با مفهوم دنباله و دنباله های حسابی و هندسی آشنا شدید. اعداد طبیعی … , 3  ,    2  ,1 یک 
دنباله حسابی با قدر نسبت یک می باشد. روش به دست آوردن مجموع اعداد طبیعی 1 تا n می تواند ایده 

مناسبی باشد تا به یک دستور برای مجموع جملات دنباله حسابی برسیم.

به  که  داریم  دگمه  تعدادی 
شده اند.  آرایش  روبه رو  شکل 

تعداد این دگمه ها چند تاست؟

1 یکی از راه ها، شمارش تعداد دگمه ها در هر ردیف است که مجموع آن برابر است با:
1   +     2    +     3   +    4    +    5     +   6    +   7   = ...

2 راه دیگر استفاده از شهود و تجسم است.
تعداد ردیف ها ... و تعداد دگمه ها در هر ردیف ... است پس تعداد کل دگمه ها برابر ... است و چون 

تعداد دگمه های آبی و قرمز برابر است پس:   
 ……   =  ____________  =  تعداد دگمه های آبیتعداد کل دگمه ها 

2                            

1
درس

 مجموع جملات دنباله های حسابی و هندسی

 فعالیت 

S =   1  +        2  +  3  +  ... ...  +  (n -1)  + n

S =   n  +  (n - 1)   +  ...  +    3   +   2    +    1____________________________________
2S = (n+1) + (n+1) +...+ (n+1) + (n+1)

n تا 
  2S = n   ( n  +1)

 n تا   1 طبیعی  اعداد  مجموع  برای   3
هر  در  داده ایم.  انجام  را  روبه رو  مراحل 

مرحله چگونگی آن را توضیح دهید.
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 مثال: روی محیط دایره ای 20 نقطه متمایز قرار دارد. از هر نقطه به نقاط دیگر وصل می کنیم. تعداد کل وترهای متمایز را 
به دست آورید.

 حل: نقطه اول را به هر یک از نقاط دیگر وصل می کنیم در این صورت 19 وتر پدید می آید. با وصل نقطه دوم به نقاط دیگر 
) به غیر از نقطه اول  ( 18 وتر به دست می آید. سپس نقطه سوم را به نقاط دیگر غیر از نقاط اول و دوم وصل می کنیم 17 وتر حاصل 

می شود. با ادامه این عمل تعداد وترهای حاصل برابر است با:
19    +    18    +   17   +   ...   +   2  +  1   = 19___

2  (1 + 19)  =  190
 تذکر: این مسئله را با استفاده از ترکیبات نیز می توان حل کرد. آن را حل کرده و جواب ها را در دو روش با هم مقایسه کنید.

 فعالیت 
دنباله حسابی زیر که در آن a جمله اول، dقدر نسبت و n تعداد جملات آن است را در نظر بگیرید.

a , a   +   d , a  +  2d ,  ... ,   a   + (n   -2)d  ,  a   + (n   -1)d
مجموع جملات این دنباله را Sn می نامیم و می توان نوشت:

Sn = a   +   (a + d   ) + (a +2d   )  +  ...  +  (a  +   ( n -2)d   )   +  (a   +   (n -1)d   )

1  مجدداً جملات Sn را از آخر به اول بنویسید و با جمع جملات متناظر دو عبارت اخیر،  2Sn را به دست آورده و نتیجه بگیرید.
n

n
S a n d= + −2 1

2
[ ( ) ]

 مثال:  مجموع صد جمله اول دنباله حسابی ……, 11,15,  7   , 3 را به دست آورید.
 حل: جمله اول 3 و تعداد جمله 100 و قدرنسبت جملات 4 می باشد و با استفاده از فرمول مجموع جملات دنباله حسابی 

می توان نوشت:

S  = × + × = × = 100
100

2 3 99 4 50 402 20100
2

( ) ( )

ابتکار گاوسی
در ریاضیات آنچه مهم است فکر کردن، استدلال کردن و نتیجه گرفتن است. ریاضیات راهی برای اندیشیدن و روشی برای استدلال و درست فکر کردن است. استدلال 
وسیله ای است که به کمک آن می توان از روی اطلاعاتی که داریم حقایقی را کشف کنیم. البته ریاضیات به تجربه و مشاهده نیز مربوط می شود، ولی قسمت اعظم آن همان 
اندیشیدن، استدلال کردن و نتیجه گرفتن است. گاوس ریاضیدان آلمانی ده ساله بود. روزی معلم از دانش آموزان کلاس خواست که مداد و کاغذ بردارند و حاصل جمع 
اعداد 1 تا 100 را به دست آورند. چند دقیقه نگذشته بود که معلم، گاوس را دید که به کار دیگری مشغول است. از او پرسید: چرا مسئله را حل نمی کنی؟ او جواب داد: 
تمام شد. معلم با ناراحتی گفت: این غیر ممکن است. ولی گاوس گفت: خیلی هم آسان بود. اول چنین نوشتم:                               100+ 99 + 98 + … + 3 + 2 + 1
     100 + 99 + 98 + 97 + … + 3 + 2 +1 و بعد چنین:
101 + 101 + 101 +…  +101 + 101  + 101 و جفت جفت از اول با آخر جمع کردم:
بدین ترتیب 100 تا عدد 101 به دست آوردم که حاصل آنها 10100 می شود و چون دو بار مجموع 1 تا صد را حساب کردم عدد 10100 را بر دو تقسیم کردم و 5050 

به دست آمد. بنابراین حاصل جمع اعداد 1 تا 100 برابر 5050 می شود.
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( )n n
n

S a a= +12
1  نشان دهید در یک دنباله حسابی اگر a1 و an به ترتیب جملات اول و آخر باشند                           

2  مجموع همه عددهای طبیعی مضرب 4 دو رقمی را به دست آورید.

 مثال: در یک مسابقه تعدادی توپ روی یک خط مستقیم و به فاصله 3 متر از هم قرار دارند. فاصله توپ اول تا سبد 3 متر 
است )شکل زیر(. دونده ای باید از کنار سبد شروع کرده و هر توپ را برداشته و آن را تا سبد حمل کند و به سبد بیندازد و مجدداً 
به طرف توپ بعدی بدود و آن را تا سبد حمل کند و به داخل آن بیندازد. اگر این دونده مجموعاً 918 متر دویده باشد؛ تعیین کنید 

او چند توپ در سبد انداخته است؟

m3 m3 m3 m3

)a ≠0(   .جمله اول دنباله هندسی زیر را به دست آورید n 1  قدر نسبت و مجموع
 a , a , a , ... , a

)q ≠1(   .2  دنباله هندسی زیر را در نظر بگیرید
a , aq , a q2 , ...

الف( جمله nام دنباله چیست؟

 فعالیت 

کاردرکلاس 

 حل: دونده برای برداشتن توپ اول و قرار دادن آن در سبد باید مسافت 6  =  3  +   3 متر را طی کند و برای توپ دوم باید 12متر 
و برای توپ سوم 18 متر و ...، بنابراین مسافت های طی شده در هر مرحله تشکیل یک دنباله حسابی با جمله اول 6 و قدر نسبت 

6 می دهد. اگر n تعداد توپ های انداخته شده در سبد باشد از فرمول مجموع جملات دنباله حسابی داریم:

( ( ) )n
S a n d= + −2 1

2

( ( ) ) ( )n
n n n= + − ⇒ = +918 12 1 6 306 1

2
⇒  17  *  18   =  n   ( n +1) ⇒ n    = 17

مجموع جملات دنباله هندسی

جواب سوال 2 کار در کلاس:
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ب( فرض کنیم مجموع n جملهٔ اولیه دنباله هندسی Sn باشد: 
Sn= a + aq + aq2+...+ aqn-2+aq  n-1

طرفین رابطه را در q ضرب می کنیم:
Snq = aq + aq2+...+ aqn-1+ aqn

S-Sq را تشکیل دهید و پس از ساده سازی نتیجه بگیرید:
n

n
q

S a
q

−
=

−
1

1

ایران در سده های چهارم و پنجم هجری، بسیاری از  در کشور ما 
ریاضی دانان ایرانی،به بررسی دنباله ها پرداخته اند از جمله »ابوریحان 
بیرونی« در کتاب خود به نام »آثار الباقیه عن القرون الخالیه« مسئله 
معروف صفحه شطرنج را که در واقع مسئله ای مربوط به یک دنباله 
هندسی است که جملهٔ اول آن واحد و تعداد جمله ها 64 می باشد، 
دنباله  این  جمله های  مجموع  دقیق،  استدلال  با  و  است  کرده  حل 
دربارهٔ   .18446744073709551615 است  آورده  به دست  را 
صفحه شطرنج، داستانی وجود دارد. وقتی مخترع شطرنج، کشف 
بخواهد،  پاداشی  خواست  او  از  شاه  کرد،  عرضه  شاه  به  را  خود 
بدهید  به من  دانه گندم  پاسخ داد: خانه اول شطرنج، یک  دانشمند 
و برای خانه دوم، دو دانهٔ گندم و برای خانه سوم، چهار دانهٔ گندم و 
همین طور برای هر خانه دو برابر خانهٔ پیش از آن گندم به من بدهید 
تا به خانه شصت و چهارم برسد. شاه با ساده لوحی فرمان داد یک 
کیسه گندم به این مرد بدهید. ولی او نپذیرفت و تقاضا کرد پس از 
محاسبهٔ دقیق، گندم را به او بدهند و پس از محاسبه، عددی را که در 
بالا آوردیم پیدا شد. که اگر در تمام سطح کره زمین )یعنی هر جا که 
خشکی باشد( گندم بکارند این مقدار گندم به دست نمی آید. ابوریحان 
بیرونی با استدلال به این نتیجه رسید که مقدار گندم ها برابر 1ــ264 و 
برای محسوس کردن این عدد می گوید: در سطح کره زمین 2305 
از هر کوه 10000 رود خارج شود،  اگر  نظر می گیریم،  کوه را در 
کیسه   8 قاطر  هر  و  کند  حرکت  قاطر   1000 رودخانه  هر  طول  در 
آن  باشد.  گندم  دانه  کیسه 10000  هر  در  و  باشیم  داده  قرار  گندم 
وقت عدد همهٔ این گندم ها از تعداد گندم های صفحه شطرنج همچنان 

کوچک تر می شود.

کاردرکلاس 

مجموع 10 جملهٔ اول دنباله هندسی زیر را به دست آورید.
1__
8  , 1__

4
 , 1__

2
 , ...

 مثال: برای محافظت از تابش مضر مواد رادیواکتیویته لایه های محافظی 
ساخته شده است که شدت تابش پس از عبور از آنها نصف می شود. حداقل چند 

لایه باید استفاده کنیم تا شدت تابش مواد مضر 97 درصد کاهش یابد؟
 حل: اولین لایه، مواد مضر را نصف می کند. دومین لایه از نصف باقی مانده 
__1 مواد مضر را برطرف می کند و … دنباله این اعداد به صورت زیر خواهد بود:

4
1__
2

 , 1__
4

 , 1__
8  , ...

__1 می باشد. می خواهیم بدانیم چند جمله
2

این یک دنباله هندسی با قدر نسبت 
از این دنباله جمع شود تا حاصل حداقل 97 درصد شود.

...
n

+ + + + ≥
1 1 1 1 97

2 4 8 1002

( )n

n

−
× ≥ ⇒ − ≥

−

1
11 97 1 972 1

12 100 10021
2

n
n

≤ ⇒ ≥
1 3 100

2
100 32

با آزمایش اعداد طبیعی در نامعادله اخیر، و اینکه 64=26 درمی یابیم که حداقل 
مقدار n برابر 6 خواهد بود. پس تعداد لایه ها باید حداقل شش تا باشد.

حداقل
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1ــ این مسئله به نام مسئله شطرنج معروف است و ابوریحان بیرونی با روش خاص خود آن را حل کرده است. )ترجمه میزان الحکمه، ص 77(

1  در دنباله حسابی ... , 11 , 8 , 5 حداقل چند جمله آن را با هم جمع کنیم 
تا حاصل آن از 493 بیشتر شود؟

2  الف( به کمک شکل روبه رو حاصل عبارت زیر را به دست آورید.  
1+3+5+...+)2n-1(=

ب( با استفاده از فرمول درستی جواب خود را در قسمت قبل بررسی کنید.

3 مجموع همه اعداد طبیعی سه رقمی که مضرب شش هستند چقدر می شود؟
4  در 20 جمله اول یک دنباله حسابی مجموع جملات شماره های فرد 135 و مجموع جملات شماره های زوج 150 می باشد. 

جمله اول و قدر نسبت دنباله را مشخص کنید.
5  جمله عمومی یک دنباله به صورت an = 2n-1 می باشد. چند جمله از این دنباله را با هم جمع کنیم تا مجموع 255 شود؟

6  طول ضلع مربعی یک متر است. ابتدا نیمی از مساحت آن را رنگ می کنیم. سپس نیمی از مساحت باقی مانده را رنگ 
می کنیم و به همین ترتیب در هر مرحله نیمی از مساحت باقی مانده از مرحله قبل را رنگ می کنیم. پس از چند مرحله حداقل 99 

درصد سطح مربع رنگ شده است؟
7  برای عددی حقیقی a و عدد طبیعی n ؛

							 الف( حاصل عبارت زیر را به دست آورید.
1+ a + a  2 + ... + a n-1

ب( با استفاده از قسمت الف نتیجه بگیرید:
an -1= (a -1)(an-1+...+a2+ a +1)

تمرین 

کاردرکلاس 

با توجه به داستان جایزه ای که مخترع شطرنج می خواست:
الف( اگر هر دانه گندم را یک گرم در نظر بگیریم این جایزه چند گرم می شود١؟

ب( نشان دهید جایزه او بیش از 1000 میلیارد تن خواهد شد.

تعداد دانه هاى گندم

وزن دانه هاى گندم به گرم

وزن دانه هاى گندم به تن
هجده هزار و چهارصد و چهل و شش میلیارد و ....

جواب تمرین ها در صفحه  بعد
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جواب تمرین 1 :

اکنون n را مى توانیم به روش حدس و آزمایش به دست آوریم:

الف)جواب تمرین 2 :

ب)

جواب تمرین 3:

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Pencil

MNGH
Pencil

MNGH
Pencil

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Line



قلندری



جواب تمرین 4 :

جواب تمرین 5 :

جواب تمرین 6 :

1

جواب تمرین 7: 

1
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در سال های قبل با مفهوم معادله و حل معادله های درجه اول و درجه دوم آشنا شدید. هر معادله درجه دوم 

b b ac
x

a
− ± −

=
2 4

2
به صورت ax2 + bx + c =0 است ) a   ≠0)  که جواب های آن در صورت وجود از رابطه  

به دست می آیند.در این بخش با برخی از انواع معادلات، روابط بین ریشه ها و ضرایب معادله درجه دوم و 

نکات تکمیلی آشنا خواهید شد.

2  معادلات درجه دوم
درس

کاردرکلاس 

1  معادله 3x2 =5x    -2 را حل کنید.

2  اگر x =  -1 یک ریشه معادله 4x2-mx     -7   =0 باشد، ریشه دیگر کدام است؟

روش 2 :روش 1:

m و
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1  جدول زیر را مطابق نمونه کامل کنید.

c__
a

-b__
a

c ba)P( ضرب ریشه ها)S ( مقدار ریشه هاجمع ریشه هاax2 + bx +c=0

3x2-5x +2=0

-7__
4 

3__
4-7-34-7__

4
3__
4

7__
4-14x2-3x -7=0

1x2- 2x +1=0

3__
55x2+6x -8=0

2  الف( در جدول بالا بین جمع ریشه ها و ضرایب معادله چه ارتباطی مشاهده می کنید؟
        ب( در جدول بالا بین ضرب ریشه ها و ضرایب معادله چه ارتباطی وجود دارد؟

3  اگر x1 و x2 ریشه ها و S و P به ترتیب جمع و ضرب ریشه های معادله درجه دوم ax2+ bx + c = 0 باشند، نشان دهید:

b b
S x x

a a
− + ∆ − − ∆

= + = + =1 2 2 2
...= b

a
−

 فعالیت 

به طور کلی در هر معادله درجه دوم ax2+ bx + c = 0 اگر جمع ریشه ها S و ضرب ریشه ها P باشد روابط زیر برقرارند.
b

S
a
−

=  , c
P

a
=

 m 4 باشد ریشه دیگر و مقدارx2- mx - 7=0 یک ریشه معادله x =-1 مثال: با استفاده از روابط بین ضرایب و ریشه ها اگر 
را به دست آورید.

( )c
x x x x

a
−

= ⇒ − = ⇒ =1 2 2 2
7 7

1
4 4

 حل: اگر x1 و  x2 ریشه های معادله درجه دوم 4x2- mx - 7=0 باشد داریم: 

b m
x x m

a
−

+ = ⇒ − + = ⇒ =1 2
7

1 3
4 4

         از طرفی با استفاده از جمع ریشه ها داریم:

روابط بین ضرایب و ریشه های معادله درجه دوم

3 -5 2

1 2 1 1 -2 1 2 1

-2 5 6 -8

جمع ریشه ها مى شود

ضرب ریشه ها مى شود
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1   برای تشکیل معادله درجه دومی که ریشه های آن 2 و 3- باشد راه حل زیر ارائه شده است.
مراحل حل را توضیح دهید.

( )( )
x x

x x x x
x x

= − = 
⇒ ⇒ − + = ⇒ + − = = − + = 

22 2 0
2 3 0 6 0

3 3 0

2  اگر x =α و x =β ریشه های یک معادله درجه دوم باشند، با استفاده از روش قسمت قبل معادله را مشخص کنید.

 فعالیت 

2− باشند. 3 2+ و  3 معادله درجه دومی تشکیل دهید که ریشه های آن 

 x2- Sx + P =0 جواب های معادله β و α باشند، آنگاه P =αβ و S =α+β دو عدد دلخواه و β و α به طور کلی اگر
هستند.

کاردرکلاس 

 مثال: محیط یک مستطیل 33 سانتی متر و مساحت آن 65 سانتی متر مربع است. ابعاد مستطیل را به دست آورید.
 حل: فرض کنید طول و عرض مستطیل به ترتیب x1 و x2 باشند، داریم:

x1+x2= 33

2
      ,     x1 x2=65

=    S و P   =65 باشد و آن را حل می کنیم.
 

33

2
معادله درجه دومی تشکیل می دهیم که در آن 

 x2- Sx + P=0  ⇒  x2- 33

2
x +65 =0  ⇒  2x2 -33x + 130=0

13 می باشد.

2
x =13 به دست می آید در نتیجه، طول و عرض مستطیل به ترتیب 10 و 

2
از حل معادله اخیر x =10 یا 
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نـمـودار تـابع    f با ضابطه f     (x)  = x2+4x +3 در شکـل روبه رو رسم 
شده است.

1 معادله f         (x)  =0 را حل کنید و جواب های آن را به دست آورید.

2   محل تلاقی )برخورد( نمودار تابع f  با محور طول ها چه رابطه ای 
با جواب های معادله f    (x)  =0 دارد؟

 فعالیت 

1 نمودار سهمی های f     (x)  =x2-2x +1 و g  (x)=x2+1 را رسم 
کنید.

2 با توجه به نمودار در مورد جواب های معادله های f     (x)  =0 و 
g  (x)=0 چه می توان گفت؟

کاردرکلاس 

صفرهای تابع
f آن  f می نامیم، صفرهای تابع  برای یک تابع   f      (x) جواب های معادله f      (x)  =0 را )در صورت وجود( صفرهای تابع 
 f کنیم صفرهای  را رسم   f     (x)   نمودار اگر  می شود.  آنها   f      (x) صفر  ازای  به  که  دامنه       f( هستند  )در   x از  مقادیری 

طول های نقاط تلاقی نمودار با محور xهاست.

صفحه های تابع

-5 -4 -3 -2 -1 1 2

-2

-1

0

1

2

3

4

5

y

x

6

3

y x x= + +2 4 3

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

صفر هاى تابع

طول هاى محل تلاقى نمودار تابع f با محور xها؛ جواب هاى معادله 
f(x)=0 هستند.

x=1 :یک جواب دارد  f(x)=0 معادله

معادله g(x)=0  جوابى ندارد.
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11 فصل اول : جبر و معادله

 مثال:  اگر ʹx و ʺx صفرهای تابع درجه دوم f   (x)  =ax2+bx +c باشند نشان دهید
ax2 +  bx  +  c    =   a(x -x  ) (x -xʺ) 

 حل: از آنجا که ʹx و ʺx صفرهای تابع f   (x)  =ax2+bx +cهستند پس ʹx و ʺx جواب های معادله  ax2+bx +c =0 هستند و 
داریم.

a(x -xʹ)(x -xʺ) = a(x2-(xʹ+xʺ)x +xʹxʺ)
=a(x2-Sx +p)

[ ( ) ]b c
a x x

a a
−

= − +2

=ax2+ bx +c

 مثال: اگر نمودار سهمی  y =ax2+ bx +c به صورت
 زیر باشد ضابطه سهمی را مشخص کنید.

روش اول

 از آنجا که xʹ =2  و xʺ =  6 صفرهای تابع f   (x)  =ax2+bx +c  هستند با استفاده از رابطه ای که درمثال قبل آمده است می توان 
f   (x)  = ax2 + bx  + c  =   a  (x -2)  (x -6) نوشت:

می دانیم نمودار تابع از نقطه )0,3  ( می گذرد پس مختصات این نقطه در ضابطه تابع صدق می کند و داریم.

3=a(0-2)(0-6) ⇒ a = 1

4

= y نوشته می شود. 1

4
x2-2x +3 می باشد که پس از ساده سازی به صورت y = 1

4
(x -2)(x -6) معادله سهمی به صورت

روش دوم

 از آنجا که f   )0(= 3 و می توان نوشت f   (x)  =ax2+bx +3 حال از روابط بین صفرهای تابع استفاده می کنیم.
c

a
a a

= ⇒ = ⇒ =
3 1

12 12
4

 y = 1

4
 x2-2x+3 و در نتیجه b = -2 پس  a=

1

4
b و 

a
−

= 8 از طرفی از آنجا که 

-2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-2

-1

0

1

2

3

4

5

y

x

کاما باید یشه

: رأس سهمىروش سوم

مختصات یک نقطه
از سهمى

MNGH
Rectangle

MNGH
Sticky Note
Accepted set by MNGH

MNGH
Rectangle
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هر یک از شکل های زیر سهمی به معادله f     (x)  =ax2+bx +c  داده 
شده است.

1 با توجه به معادله f      (x)  =0 نمودارهای متناظر هر یک از ویژگی های 
زیر را مشخص کنید.

الف( دو ریشهٔ مثبت دارد. )شکل های 8 و 9(	
)              (    ب( دو ریشهٔ منفی دارد.

پ(    f یک ریشهٔ مثبت و یک ریشهٔ منفی دارد. )              (	   
ت(    f ریشه ندارد.                                           )              (
ث(    f ریشه ندارد و دارای ماکزیمم است.            )              (	
ج (    f یک ریشه دارد.                                       )              (

چ ( حاصل جمع ریشه ها مثبت است.                    )                (  
ح ( حاصل جمع ریشه ها منفی است.                    )              (

2  با توجه به نمودارهای داده شده جدول زیر را مانند نمونه کامل 
کنید.

              شماره شکل
123456789ویژگی

f 20تعداد صفر
a علامت+++
b علامت+--
c علامت-+-

 تذکر: ستون نظیر شکل پنجم را با توجه به استدلال زیر کامل 
کرده ایم. از آنجا که منحنی سهمی محور  xها را قطع نکرده است پس 
شاخه های  چون  و  بود  خواهد  صفر  آن  متناظر  تابع  صفرهای  تعداد 
منحنی به سمت بالا هستند علامت a مثبت است. از آنجا که منحنی، 
محور yها را در نقطه با عرض مثبت قطع می کند پس c < 0 طول نقطه 
b و از مثبت بودن a و رابطه 

a
−
2

مینیمم تابع, مقداری مثبت است پس 
.b >0 اخیر نتیجه می شود

کاردرکلاس 

)1( )2(

)3( )4(

)5( )6(

)7(

)٨(

)9(

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

4
1 و 2
5 و 7 

7
3

3 و 8 و 9

1 و 2 و 4 و 6

2122022
-++--+

+++0-+
--+++-

-

MNGH
Highlight

MNGH
Pencil

MNGH
Oval

MNGH
Line
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 مثال: اگر x =2 یکی از صفرهای تابع p (x) = x3-x2-4x +4 باشد سایر 
صفرهای تابع را در صورت وجود بیابید.

 p (x)  است می توان نشان داد p  (x) یک صفر تابع x =2 حل: از آنجا که 
عاملی به صورت x -2 دارد با تقسیم p  (x) بر x -2 عامل دیگر p   (x) را می یابیم.

و می توان نوشت p  (x) =  (x     -2) ( x2 + x   -2) از حل معادله p  (x)= 0  داریم.
x x

x
x x

x

− = ⇒ =
 = − + − = ⇒  =

2

2 0 2

2
2 0

1

صفرهای تابع p 2- , 2 , 1 می باشند.

کاردرکلاس 

مقدار k را چنان بیایید که یکی از صفرهای تابع  f   (x)=x3+kx2-x -2 برابر )2-( باشد، سپس صفرهای دیگر تابع را به دست 

سپس صفرهاى دیگر تابع را به دست آورید.

 مثال: صفرهای تابع f با ضابطه f   (x)=(x2-1)2+(x2-1)-2 را به دست آورید.
 حل: هر چند معادله f   (x)=0 از درجهٔ چهار است امّا می توان با یک تغییر متغیر مناسب آن را به یک معادله درجه دوم تبدیل 
کرد. با فرض x2-1=t، می توان نوشت t2+t-2=0.اکنون با حل این معادله و یافتن t با استفاده از عبارت x2-1=t مقادیر x را 

می یابیم.

t2 + t -2 =0 ⇒ t =1 یا t = -2

t x x

t x x

 = ⇒ − = ⇒ = ±


= − ⇒ − = − ⇒ = −

2

2 2

1 1 1 2

2 1 2 1 غیرقابل قبول 

می باشد. − 2 و  2  ،f پس تنها صفرهای قابل قبول برای تابع

در حل برخی از معادلات می توان با تغییر متغیر مناسب آن را به یکی از انواع معادلاتی که می شناسیم تبدیل کرد و پس 
از حل آن و با رجوع به تغییرِ متغیرِ صورت گرفته، مقادیر متغیرِ معادله اولیه را یافت.

x x x x

x x

x x

x x

x x
x

x

− − + −

+ −
−

−

−
− +

− +

− −

− −

− −

3 2

2

3 2

2

2

4 4 2

2

2

4

2
2 4

2 4
0

به صورت روبرو

در نتیجه

( جواب حقیقى ندارد )

روش دیگر ( تجزیه):

MNGH
Rectangle

MNGH
Sticky Note
Accepted set by MNGH

MNGH
Sticky Note
Cancelled set by MNGH

MNGH
Sticky Note
Rejected set by MNGH

MNGH
Sticky Note
Unmarked set by MNGH

MNGH
Rectangle
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همهٔ صفرهای تابع f   (x)=x4-10x2+16 را به دست آورید.

کاردرکلاس 

x    -1(2 = 1( را حل کنید. 

2
x + 1 1  معادله

y = 1 را رسم کنید.

2
x +1 و y = (x    -1)2 2  نمودار دو تابع

نقاط تلاقی  معادله و طول های  بین ریشه های  ارتباطی  3 چه 
نمودارها وجود دارد؟

 فعالیت 

اگر f   (x) و g   (x) دو تابع باشند، طول نقاط محل تلاقی نمودارهای این دو تابع جواب های معادله f  (x) =g   (x) است و 
برعکس هر جواب این معادله طول یکی از نقاط محل تلاقی این دو نمودار است.

این روش حل معادله که از طریق آن تعداد جواب ها و مقدار تقریبی )و گاهی دقیق( جواب ها قابل تشخیص است را 
روش هندسی )نموداری( حل معادلات می نامند.

روش هندسی حل معادلات

-3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

0

1

2

3

4

= −y (x )

y

x

21

y x= +
1

1
2

x+1  نمودار رو باید دانش آموز رسم کنه... بهتره معادله خط رند تر باشه مثلا

و طول نقاط تلاقى نمودارها را بیابید.

ریشه هاى معادله؛ همان طول  نقاط تلاقى نمودارها هستند.

MNGH
Line

MNGH
Line
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 مثال: به روش هندسی معادله x  |  = x2-2x| را حل کنید.
 حل: با فرض f   (x) =x2-2x و |   g  (x)  =|x، نمودار این دو تابع 

را رسم می کنیم:
دو  تلاقی  نقاط  طول های  تابع  دو  نمودارهای  رسم  به  توجه  با 
نمودار عبارت اند از x  =0 و   x =  3 و در نتیجه جواب های معادله 

x   |=x2-2x| می باشند.

)ب( )الف(

1  معادله درجه دومی بنویسید که:
__2 باشند.

3 __1 و 
3 الف( ریشه های آن 

ب( یکی از ریشه های آن دو برابر دیگری باشد )مسئله چند جواب دارد؟(.
2  در هر یک از شکل های زیر نمودار سهمی P   (x)= ax2+ bx +c داده شده است. در هر حالت صفرهای تابع P   (x) و ضابطه 

آن را مشخص کنید.

تمرین 

-3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

0

1

2

3

x

y

-3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

0

1

2

x

y

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

-2

-1

1

2

3

4

5

6
f

y

x

g

مسئله بى شمار جواب دارد

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Rectangle
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4  یک  موشک  بـا سرعت  اولیه 144 متر بر ثانیه از زمین 
پرتاب مـی شود.  ارتفاع  آن  )h(  در   زمـان   t،   از رابـطـه  
h   (t)=-16t2+144t به دست می آید. ارتفاع ماکزیمم آن و زمانی 

که موشک به زمین برخورد می کند را به دست آورید.

4321

5  صفرهای توابع زیر را در صورت وجود به دست آورید.

f    (x)=x3-4x )الف

g   (x)=2x3+x2+3x )ب

h   (x)=x3+3x2+5 )پ

6  معادلات زیر را حل کنید.

x4-3x2+2=0 )الف

) )ب ) ( )x x
− − − + =

2 2
22 7 2 6 0

3 3

2- (4-x2)=15(x2-4) )پ

7 تعداد و مقدار تقریبی ریشه های معادله x -1| = x2 - x -1| را با استفاده از روش هندسی به دست آورید.
8  هر یک از سهمی های زیر نمودار حالتی از تابع f   (x)=ax2+bx +c است که در آن a|=1| و نقطهٔ رأس سهمی داده شده است.

الف( ضابطه تابع را مشخص کنید.
ب( صفرهای تابع را در صورت وجود به دست آورید.

( , )−3 5

( , )−3 3

( , )−2 2

( , )− −2 1

y

x

y

x

y

x

y

x

???ریشه حقیقى ندارد

جواب تمرین هاى 6 تا 8 صفحه بعد

( نمودار صفحه بعد )

MNGH
Rectangle
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( نمودار تمرین 4 )

جواب تمرین 6 صفحه 16 :
( الف

( ب

( پ

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Line
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جواب تمرین 7 صفحه 16 : 

معادله داراى 2 ریشه است

یکى از ریشه ها 2 و 
ریشه ى دیگر تقریبا
1/4-    مى باشد.

جواب سوال 8 صفحه 16 :

و داریم:چون  شاخه هاى سهمى به سمت بالاست لذا a  مثبت است؛ درنتیجه1)

چون نمودار سهمى محور xها را قطع نمى کند؛ پس معادله ریشه حقیقى ندارد.

باشد؛ معادله ى سهمى به صورت زیر است:هرگاه  رأس سهمى نقطه ىجواب به روشى دیگر:

لذا معادله ى سهمى به صورت زیر مى باشد:است و رأس سهمى نقطه ىدر این سوال 

را قطع  نمى کند؛ پس معادله ریشه حقیقى ندارد. چون نمودار سهمى محور xها

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Line
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جواب سوال 8 صفحه 16 :

رأس سهمى2)

(3
رأس سهمى

(4

را قطع  نمى کند؛ پس معادله ریشه حقیقى ندارد. چون نمودار سهمى محور xها

رأس سهمى

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Line
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استخر

آبراه بتونی

9  یک استخر مستطیل شکل به ابعاد 3 و 10 متر دارای یک آبراه بتونی در اطرافش است. اگر این آبراه بتونی در همه جا دارای 
پهنای یکسان و دارای مساحت 14 متر مربع باشد، پهنای آبراه بتونی را تعیین کنید.

بلندتر از چهار برابر عرض آن است، برای فرش کردن زمینی به مساحت 21  10 طول یک کفپوش سرامیکی یک سانتی متر 
متر مربع تعداد دو هزار کفپوش مصرف شده است، طول هر کفپوش چند سانتی متر بوده است؟

داره کفپوش  کار میکنه؟؟؟

x x

xx
10

ق . ق3

غ.ق.ق

xکفپوش
4x+1

:مساحت یک کفپوش

غ . ق . ق
ق . ق 21= طول هر کفپوش

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Rectangle
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3
درس

 معادلات گویا و گنگ

حل یک مسئله
نگهداری  درصدی   7 آب نمک  محلول های  در  شور  آب  ماهی های  تزئینی،  ماهی های  مغازه  یک  در   
می شوند. یک کارگر مبتدی 200 کیلوگرم محلول آب نمک 4 درصدی ساخته است. چگونه می توان این 

محلول را به غلظت مورد نظر رساند؟
برای حل مسئله حالت های مختلفی وجود دارد. ممکن است نمک به اندازه کافی وجود داشته باشد و 
یا نمک در مغازه موجود نباشد و یا نمک به میزان کافی وجود نداشته باشد. در هر حالت می توان مسئله را 

مورد بررسی قرار داد.

حالت اول

 فرض کنیم نمک به اندازه کافی موجود باشد.
× =200 8

100
ابتدا تعیین می کنیم در محلول چند کیلوگرم نمک وجود دارد:                 کیلوگرم

حالا اگر بخواهیم x کیلوگرم نمک به محلول بیفزاییم وزن نمک x+8 و وزن کل محلول x+200 و نسبت 

x خواهد بود. از آنجا که این نسبت باید به محلول 7 درصد 
x

+
+

8

200
میزان نمک موجود به کل محلول برابر

نمک تبدیل شود تناسب زیر برقرار خواهد بود:
x

x
+

=
+
8 7

200 100

در کوچک ترین مضرب مشترک  را  معادله  گویا است، طرفین  عبارت  که شامل  اخیر  معادله  برای حل 
100)x    +8  ( = 7)200+ x  (                                           .100 ضرب می کنیم)200+x  ( مخرج ها یعنی

x x= ⇒ =
600

93 600
93

از حل معادله درجه اول اخیر خواهیم دانست:

این میزان نمک تقریباً 6کیلو و 451  گرم خواهد بود. که باید به محلول اضافه شود تا از محلول 7 درصد 
نمک به دست آید.

معادلات شامل عبارات گویا

4
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فصل اول : جبر و معادله

حالت دوم

 اگر نمک در مغازه موجود نباشد.
در این حالت باید y کیلوگرم از آب محلول را تبخیر کنیم. واضح است که میزان نمک محلول کم نخواهد شد. در این حالت 

معادله مورد نظر به صورت زیر خواهد بود. )چرا؟(

y
=

−
8 7

200 100

y و این بدین معنی است که باید با تبخیر 85 کیلو و  =
600

7
از حل معادله اخیر خواهیم داشت )y-200(7 = 800 و از آنجا 

714 گرم از آب محلول به غلظت مورد نظر برسیم.

کاردرکلاس 

در مسئله صفحهٔ قبل حالت سومی وجود دارد که نمک به اندازه کافی موجود نباشد. فرض کنیم در مغازه 5 کیلوگرم نمک 
موجود باشد و آن را به محلول بیفزاییم. چند کیلوگرم از آب محلول باید تبخیر شود تا به محلول 7 درصدی نمک مورد نظر برسیم؟

برای حل معادلات شامل عبارات گویا، با ضرب طرفین معادله در کوچک ترین مضرب مشترک مخرج کسرها و ساده 
کردن عبارت جبری به دست آمده معادله را حل می کنیم. جواب به دست آمده نباید مخرج هیچ  یک از کسرها را صفر 

کند )چرا؟(
همچنین ممکن است برخی از جواب ها با شرایط مسئله در محیط پیرامونی، مطابقت نداشته باشند که این جواب ها نیز 

مورد قبول نیستند.

x را حل کنید.
x x x

−
+ =

+ −2

3 2 4 4

2 4
  مثال: معادله 

  حل: کوچک ترین مضرب مشترک مخرج ها برابر x  (x2-4) می باشد. )چرا؟(
با ضرب این عبارت در طرفین معادله داریم.

3x    (x    -2)  +2(x2 -4)   = x  (4x   -4)
3x2-6x  +2x2  -  8    = 4x2-4x

x2-2x   -  8 =0 ⇒ (x  -4)(x   +2)   =0⇒ x      =4  یا  x     =-2

اما جواب x      =  -2 مورد قبول نمی باشد. )چرا؟( و تنها جواب مورد قبول معادله x  =4 است.

: وزن نمک

: وزن کل محلول
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 را حل کنید. 
( ) xx

+ =
−− 2

1 2
3

22
1  معادله 

L آنگاه می گوییم در این مستطیل نسبت طلایی  w L
w L

+
= 2  اگر در یک مستطیل با طول L و عرض w داشته باشیم: 

برقرار است.
اگر محیط یک زمین ورزشی مستطیل شکل، برابر 320متر و اندازه طول و عرض آن متناسب با نسبت طلایی باشد، طول و عرض 

زمین چقدر است؟

کاردرکلاس 

نسبت طلایی

در ریاضیات و هنر هنگامی نسبت طلایی رخ می دهد که نسبت بخش بزرگ تر به بخش کوچک تر برابر نسبت کل به بخش بزرگ تر باشد.
تعبیر هندسی آن چنین است. طول مستطیلی به مساحت واحد که عرض آن یک واحد کمتر از طولش باشد.

مصریان سال ها قبل از میلاد از این نسبت آگاه بوده اند و آن را در ساخت اهرم مصر رعایت کرده اند. بسیاری از الگوهای طبیعی در بدن انسان این نسبت را دارا هستند.
روانشناسان هم بر این باورند زیباترین مستطیل به دید انسان مستطیلی است که نسبت طول به عرض آن برابر عدد طلایی باشد. دلیل این امر آن است که این نسبت در شبکه 

چشم انسان رعایت شده و هر مستطیلی که این نسبت را دارا باشد به چشم انسان زیبا می آید.
]منبع مبانی هنرهای تجسمی قسمت اول ــ شرکت چاپ و نشر کتاب های درسی ایران 1382[

نسبت طلایی در ایران
برج و میدان آزادی طول بنا 62 وعرض آن 42 است که نسبت آن به عدد طلایی نزدیک است.

بیستون از دوره هخامنشی در کرمانشاه به طول 5 و عرض 3 کیلومتر به عدد طلایی نزدیک است.
یکی از هنرهای معماری در تخت جمشید این است که ارتفاع سردرها به عرض آنها و همین طور نسبت ارتفاع ستون ها به فاصله بین دو ستون نسبت طلایی است.

در پل ورسک، ارگ بم، مقبره ابن سینا، میدان نقش جهان و مسجد شیخ لطف اله خوشنویسی میرعماد حسنی از نسبت طلایی استفاده شده است. با جست وجوی 
اینترنتی به مطالب خواندنی در این زمینه دست می یابید.

ابتدا با یک مسئله ساده تر جواب را به دست مى آوریم؛ مثلا فرض مى کنیم محیط زمین 2 متر باشد؛  سپس جواب 
Lهاى حاصل را در 160 ضرب مى کنیم تا جواب مسئله ى اصلى به دست آید:

W

:جواب مسئله اصلى

غ . ق . ق

ق . ق

عرض

طول

ق . ق

ق . ق

MNGH
Rectangle

MNGH
Typewritten Text

MNGH
Typewritten Text
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فصل اول : جبر و معادله

طرح یک مسئله
 معمولاً مرغ های دریایی برای شکار ماهی ها، بخشی از مسیر را در هوا و بخشی 
را در سطح آب طی می کنند. یک مرغ دریایی در نقطه A به ارتفاع 6 متر از سطح 
آب قرار دارد. فاصله تصویر مرغ روی آب از ماهی که در نقطه C قرار دارد 12 متر 
است. مرغ ابتدا از نقطه A به نقطه B می رود سپس در سطح آب از B به C می رود 
تا ماهی را شکار کند. اگر مرغ دریایی برای طی هر متر در هوا 14 کیلوکالری و برای 

طی هر متر در سطح آب 10 کیلوکالری انرژی مصرف کند. 

نقطه B در چه فاصله ای از C باشد تا مرغ دریایی روی هم 180 کیلوکالری انرژی 
مصرف کند؟

  حل: برای درک بهتر مسئله شکل روبه رو را رسم می کنیم. فاصله B از تصویر 
A را در آب x می گیریم در نتیجه فاصله B و C برابر x-12 می شود. با استفاده از 

+x می شود. 236 رابطه فیثاغورس طول AB برابر 

معادلات شامل عبارت های گنگ

A

B
C

A

H
B

C
x

x−12

( )x x+ + −214 36 10 12 میزان انرژی مصرف شده توسط مرغ دریایی برابر است با:                                                  
برای آنکه مرغ دریایی روی هم 180 کیلوکالری انرژی مصرف کند باید داشته باشیم:

x x x x+ + − = ⇒ + = +2 214 36 120 10 180 14 36 10 60

x x⇒ + = +27 36 5 30

یا   x  =8 آنجا از  به معادله درجه دوم 2x2-25x   +72=0 می رسیم که  توان دو رساندن طرفین معادله اخیر و ساده کردن  به  با 
x   =4/5. در این صورت فاصله B تا C برابر 4=8-12 یا 7/5=4/5-12 خواهد بود.

اگر مرغ دریایی مستقیماً از A به C پرواز می کرد چقدر کالری مصرف می کرد؟
آیا اقدام مرغ دریایی برای شکار ماهی ها هوشمندانه نمی باشد؟!

مقدار کالرى
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x را حل کنید. x+ = −2 4   مثال: معادله 
									         حل:

( ) ( )x x+ = −2 22 4

x  +2= x2-8  x  +16
x2-9x  +14=0
(x  -2)(x  -7)=0 ⇒ x   =2  یا  x   =7

آزمایش جواب ها
?:x = + = −

≠ −
2 2 2 2 4

2 2

?:x = + = −
=

7 7 2 7 4

3 3

× جواب مسئله نمی باشد  جواب معادله است

	 		 تذکر: در حل این مسئله طرفین معادله اولیه نامنفی بودند و به توان دو رساندن آن مشکلی ایجاد نمی کرد. در حل معادلات گنگ 
می توان با تعیین دامنه تعریف معادله، جواب های نهایی را با استفاده از آن مورد بررسی قرار داد. در حل این مسئله برای به دست 

آوردن دامنه تعریف داریم:

x x

x

x x

+ ≥ ⇒ ≥ −
 ≥
 − ≥ ⇒ ≥

2 0 2

4

4 0 4

کاردرکلاس 

برخی از معادلات دارای عبارت های رادیکالی از مجهول هستند که آنها را معادلات گنگ می نامند. برای حل آنها با 
به توان رسانی طرفین معادله )و در صورت لزوم تکرار این ( و ساده کردن به معادله ای بدون رادیکال می رسیم که آن را 
حل می کنیم. جواب های به دست آمده باید در معادله اصلی این عمل آزمایش شوند، زیرا عملیات توان رسانی ممکن 

است جواب های اضافی تولید کند.

1   آیا عدد صحیحی وجود دارد که جمع آن با جذرش برابر شش باشد؟

اشتراک نواحی

ق . ق
غ . ق . ق

MNGH
Rectangle
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 روش اول: مى دانیم  مجموع دو عبارت نامنفى هنگامى صفر مى شود؛ که هر دو عبارت باهم صفر باشند؛ لذا:

جواب مشترك
وجود ندارد؛ 

در نتیجه معادله جواب ندارد

اگر منظور کتاب از حل معادله؛ انجام محاسبات ریاضى است؛ به صورت زیر مى توانیم عمل کنیم:روش دوم:

غ . ق . ق
غ . ق . ق

غ . ق . ق
2 را حل کنید. سپس در مورد قابل قبول بودن جواب های آن بحث کنید. آیا بدون حل نیز  − +x x4 2 =0 2  معادله 

می توانستید به این نتیجه برسید؟

MNGH
Rectangle

MNGH
Rectangle
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23 فصل اول : جبر و معادله
تمرین 

x (1هر یک از معادلات زیر را حل کنید.
x x

= +
+

6
2

1

2) P
P P

+ =
−

2
5

2

3) y y y
y yy y

+ + +
+ =

++2

3 5 4 1

55

4) x x= +2 3 4

5 ) x
x

x

−
= −

+
1

1
1

 ق . ق

 ق . ق

 ق . ق

 ق . ق

غ . ق . ق

 ق . ق

1

 ق . ق
 ق . ق

جواب ندارد

6( 
x + −x

= +
1 1

2
2 2

 ق . ق
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قبل از تخفیف

8  پدربزرگ چند اسباب بازی یکسان برای اهدا به مهدکودک، مجموعاً به قیمت 120هزار تومان خرید. اگر فروشنده برای هر 
اسباب بازی هزار تومان به او تخفیف می داد او با همان پول چهار اسباب بازی بیشتر می توانست بخرد. قیمت هر اسباب بازی قبل 

از تخفیف چقدر بوده است؟

9   فاصله بین دو شهر واقع در کنار رودخانه ای 144 کیلومتر است. یک کشتی از شهر اول به شهر دوم می رود و پس از دو 
ساعت توقف همین مسیر را برمی گردد. مدت زمان سفر در مجموع 17 ساعت می باشد. درصورتی که سرعت حرکت کشتی در 
مسیر جریان آب 8 کیلومتر در ساعت بیشتر از سرعت آن در خلاف جریان آب باشد سرعت حرکت کشتی را در جهت حرکت آب 

تعیین کنید.

7( + 3 + 3x x3 +1 = 8

مجموع ضرایب
 ق . ق

غ . ق . ق

تعداد اسباب بازى قیمت هر اسباب بازى به هزار تومان

 ق . ق
غ . ق . ق

قیمت هر اسباب بازى قبل از تخفیف

مى دانیم اگر متحرکى  با سرعت V  در مدت زمان t؛ مسافت x را طى کند داریم:

فرض کنیم :
: مدت زمان رفت 

: مدت زمان برگشت

: سرعت رفت

: سرعت برگشت
در این صورت داریم:

 ق . ق
غ . ق . ق

MNGH
Rectangle

MNGH
Rectangle

MNGH
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10   ماشین A کاری را به تنهایی 15 ساعت زودتر از ماشین B انجام می دهد. اگر هر دو ماشین کار را در 18 ساعت انجام دهند، 
چه زمانی برای هر کدام از ماشین ها لازم است تا آن کار را به تنهایی انجام دهد؟

حجم کارفرض مى کنیم:

B مدت زمان انجام کار توسط ماشین

 و خواهیم داشت:در اینصورت مدت زمان  انجام کار توسط ماشین A مى شود:

میزان کار ماشین B  در یک ساعت میزان کار ماشین A در یک ساعت

میزان کار  هر  دو ماشین A و B با هم در یک ساعت

غ . ق . ق
 ق . ق

بنابراین ماشین B در 45 ساعت و ماشین A در 30 ساعت آن کار را به تنهایى انجام مى دهند.

MNGH
Rectangle
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4
درس

قدر مطلق و ویژگی های آن

با مفهوم قدر مطلق و برخی خواص آن آشنا شدید. همان طور که می دانید قدرمطلق عدد  در سال قبل 
حقیقی a به صورت زیر تعریف می شود.

      ,       
    ,       <

a a
a

a a

≥
= −

0

0

کاردرکلاس 

1  حاصل هریک از عبارت های زیر را بدون علامت قدرمطلق بنویسید.

) )الف )− − −5 3 =

3− )ب 5 =

/ )پ −
1

1 5 1
2

=

2   عبارت های زیر را به ساده ترین صورت ممکن بنویسید.

.... ) (الف  .... ) ....a a+ + = + =4 2 22 1

) (ب  .... )− = − =27 4 3 3

بهتر است سوال هاى زیر هم اضافه شود:

(ت

(ث



قلندری



25 فصل اول : جبر و معادله

 فعالیت 

 می خواهیم نمودار تابع y  =|x  -1|+2 را رسم کنیم.
روش اول

 با توجه به نمودار | y  =|x در شکل مقابل و استفاده از انتقال منحنی، نمودار 

آن را رسم کنید.

روش دوم

گام اول با استفاده از تعیین علامت، تابع را به صورت یک تابع دو ضابطه ای 

بنویسید.

                       ,  
,  <
x

y x
x

≥
= − + = 



1
1 2

1

رسم توابع قدر مطلق

6
y

x
-4 -3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

y x=

6
y

x
-4 -3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

کافى است نمودار

را 1  واحد به راست و 2 واحد  به بالا  منتقل کنیم.

آن را رسم کنید.

گام دوم با توجه به شکل روبه رو نمودار تابع را رسم کنید.

روش سوم

 با توجه به ریشه ى عبارت داخل قدر مطلق؛  و یک عدد 

این تابع را رسم نمود.بعد و یک عدد قبلش؛ مى توان نمودار 

6
y

x
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

-2

-1

1

2

3

4

5

( نقطه یابى )

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Rectangle

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Rectangle

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Oval

MNGH
Oval

MNGH
Oval

MNGH
Line

MNGH
Line
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  مثال: نمودار تابع f با ضابطه  |f   )x( =|x   -1|+|x  +2 را رسم کنید.
کنیم.  استفاده  انتقال  و   y   =|x  | تابع  از رسم  نمی توانیم  اینجا  در  حل:   
از روش تعیین علامت عبارت های داخل قدرمطلق ها کمک می گیریم، برای 

این کار ابتدا عبارت های داخل قدرمطلق ها را تعیین علامت می کنیم.
x -2                 1                                                
x-1 - - +

x+2 - + +

f  )x  ( =  )x  -1( + )x  +2( =2x      +1

f  )x  ( = -)x   -1( + )x    +2( =3

      f  )x  (= -   )x    -1(  -   )x  +2(= -2x   -1

) = 
             ,    

x     ,    x >
f (x x

− −   ,    x x < −
− ≤ ≤


 +

2  1 2

3 2 1

2  1 1

تشکیل می شود. هستند  خط  یک  از  بخشی  هریک  که  قسمت  سه  از  تابع  نمودار 

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

-2

-1

1

2

3

4

5

6
y

x

y = x −2 1

y = x +2 1

روش دیگر

 با توجه به ریشه هاى عبارتهاى داخل قدر مطلق ها؛  و یک عدد بعد و 

یک عدد قبل؛ مى توان نمودار این تابع را رسم نمود.

6
y

x
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

-2

-1

1

2

3

4

5

( نقطه یابى )

MNGH
Rectangle

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Oval

MNGH
Oval

MNGH
Oval

MNGH
Oval

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Line
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فرض کنید b ،a و c عددهای حقیقی دلخواه باشند.
|ab|=|a| |b|               :استفاده کنید و نشان دهید a a 1   از رابطه 

aa
b b

= 2  با فرض b   ≠0 و استفاده از مرحله قبل ثابت کنید .                          

 x  |≥0|   )الف در سال های قبل با برخی از ویژگی های قدر مطلق آشنا شدید که عبارت اند از:
x  )ب  x=2    
 x    =-a            (a ≥0) یا  x    |=a    ⇔  x    =a|   )پ 
 x    =-a یا x  |=|a|   ⇔  x    =a|   )ت
|  x  |=|x-|   )ث
x  |2=x2|  )ج

ویژگی های قدر مطلق

 فعالیت 

 فعالیت 

1  فرض کنید c یک عدد حقیقی نامنفی باشد. هر نامعادله را به جواب متناظر آن وصل کنید.

| )الف     | , ( )x C C< ≠0             )1(

)2(                                    x   |>C| )ب

)3(                                   x   |≤C| )پ

)4(                                     x   |≥C| )ت

C C0−

C C−

C C−

C C−

0

0

0

C C0−

C C−

C C−

C C−

0

0

0

با استفاده از فعالیت 1 خواهیم داشت:

روش دیگر اثبات:

دو نتیجه ى مهم:

یا

MNGH
Pencil

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Rectangle

MNGH
Rectangle

MNGH
Rectangle
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-|a| ≤ a ≤ |a| :نشان دهید a 2 برای هر عدد حقیقی
-|a|-|b  | ≤ a  +b ≤ |a|+|b| ثابت کنید b و a 3 برای هر دو عدد حقیقی

|a+b  | ≤ |a|  +|b|                   :نتیجه بگیرید b و a 4 با استفاده از قسمت قبل » نامساوی مثلث « برای هر دو عدد حقیقی

مى دانیم هر عدد؛ کوچکتر یا مساوى خودش است؛ بنابراین خواهیم داشت:جواب فعالیت 2:

با توجه به فعالیت 2 خواهیم داشت:جواب فعالیت 3:

طبق نتیجه ى فعالیت 3 خواهیم داشت:اگر فرض کنیم جواب فعالیت 4:

+

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Line
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27 فصل اول : جبر و معادله

اگر طول نقطه جواب مسئله را x بنامیم شرط مسئله به این معناست که x  -3|=7| با استفاده از ویژگی های قدرمطلق خواهیم 
دانست x   -3=±7 و در نتیجه x   =10 و x   =-4 که هر دو جواب های معادله مورد قبول هستند.

معادلات قدر مطلقی

3

77

به  |f    (x  )|=|g  (x  )| همان جواب های دو معادله f      (x  )  = g  (x  ) و f      (x  )=-g   (x  ) روی هم هستند.  جواب های معادله 
معادلاتی نظیر این معادلات که شامل عبارت قدر مطلق هستند معادلات قدر مطلقی می گویند.

 مثال: معادله |3x    -2|=|x    -4| را حل کنید.
روش اول

 )استفاده از ویژگی های قدر مطلق(
 حل: جواب های این معادله همان جواب های دو معادله 3x    -2=x    -4 و 3x-2=-(x    -4) هستند که عبارت اند از:

  xx =
3

2
 x     = -1   و 
روش دوم

به توان دو رساندن طرفین معادله خواهیم داشت 9x  2-12x     +4=x    2-8  x    +16 و از آنجا 2x  2-x    -3=0. جواب های این  با 
3 هستند.

2
معادله 1- و 

کاردرکلاس 

معادله قدر مطلقی x-1|=4-3x| را به سه روش زیر حل کنید.
1  روش اول: )با استفاده از تعریف قدر مطلق(

...... ,
| |

...... ,  <
x

x
x

≥
− = 



1
1

1

x    ≥1⇒x    -1=4-3x    ⇒x    = 5 :حالت اول
4

....⇒x    <1  :حالت دوم
{                   } =مجموعه جواب

7
حل یک مسئله

فاصله چه نقاطی روی محور اعداد حقیقی از نقطه ثابت 7 برابر 3 است؟
برای حل مسئله شکل روبه رو را رسم می کنیم.

3

غ . ق . ق
 ق . ق

MNGH
Sticky Note
Accepted set by MNGH

MNGH
Sticky Note
Cancelled set by MNGH

MNGH
Pencil

MNGH
Rectangle
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 فعالیت 
در شکل روبه رو نمودار تابع با ضابطه f   (x    )=  x    2-4 آمده است.

1  با توجه به علامت عبارت x    2-4 و استفاده از تعریف قدر 
مطلق، تابع |y  =|x    2-4 را به صورت چندضابطه ای بنویسید.

2   نمودار |y  =|x    2-4 را رسم کنید.
3  تابع |y   =|f   (x    ) را به صورت یک تابع دوضابطه ای بنویسید.

              , ( )
| ( ) |

              , ( ) <
f x

y f x
f x

≥
= = 



0

0
تابع  برای  رسم  روش  یک  قبل  قسمت های  به  توجه  با    4

|y   =|f   (x    ) از روی نمودار y   =f   (x    ) بیان کنید.
5  در شکل های روبه رو نمودار تابع با ضابطه |y   =|f   (x    ) را از 

روی نمودار تابع y   =f   (x    ) رسم کنید.

با توجه به فعالیت بالا:

2  روش دوم: )روش هندسی(
الف( توابع |y   =|x    -1 و     y   =4-3x را رسم کنید.

ب( طول های محل تلاقی دو نمودار را مشخص کنید.
پ( جواب های معادله را به دست آورید.

3  روش سوم: طرفین معادله را به توان دو برسانید.

1 نمودار y   =-f   (x    ) قرینه نمودار y   =f   (x    ) نسبت به محور x هاست.
2 برای رسم نمودار |y   =|f   (x    ) کافی است نمودار y   =f   (x    ) را رسم کنیم و در جاهایی که نمودار f   (x    ) زیر محور 

xهاست، تصویر آینه وار نمودار f   (x    ) را نسبت به محور      xها رسم کنیم.  

y

1

o

1−

y

o

2−

11−

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y

f (x)= −x2 4

x

y

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

غ . ق . ق

 ق . ق
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Line
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Line
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MNGH
Oval

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Pencil
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29 فصل اول : جبر و معادله

1 با    استفاده از شکل زیر نمودار توابع |y   =|2x    -1 و |y   =|x    2-1 را رسم کنید و تعداد جواب های معادله |x    2-1|=|2x    -1| و 
مقدار تقریبی جواب ها را به دست آورید.

کاردرکلاس 

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y

y y= −x2 1 = −x 12

2  به روش جبری و با استفاده از ویژگی های قدر مطلق معادله |x2-1|=|2x    -1| را حل کنید.

x   2-1=2x   -1 ⇒ x   2-2x=0⇒ x   =0  یا    x   =2
|x   2-1|=|2x   -1|=

x   2-1=-(2x     -1)⇒ ....

حالت اول

حالت دوم

معادله 4 جواب دارد:
دو جواب را مى توان به طور دقیق 

تعین نمود:

دو جواب دیگر را به طور تقریبى 
مى توان مشخص نمود:

یک جواب بین 0 و 1 

یک جواب هم بین 2-  و  3-

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Pencil

MNGH
Pencil

MNGH
Pencil

MNGH
Pencil
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1  با استفاده از تعیین علامت، ضابطه هریک از توابع زیر را بدون استفاده از نماد قدر مطلق بنویسید.

2  چه نقاطی از محور طول ها وجود دارند که مجموع فاصله های آنها از دو نقطه به طول های 1- و 3 روی محور محور xها 
برابر 6 شود. 

تمرین 

(الف

(ب

(پ

یا

اگر

اگر

اگر

فرض مى کنیم   طول نقطه ى مورد نظر x باشد. داریم:

چون فاصله ى بین 3 و 1- برابر 4 هست؛ لذا x یا بزرگتر از 3 هست و یا کوچکتر از 1- :

در نتیجه نقاط مورد نظر عبارتند از:                و

 ق . ق

 ق . ق

MNGH
Line

MNGH
Rectangle
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4  معادلات زیر را حل کنید.
الف  (

||
x

x
−

=
−

2
1

3

3  عبارات زیر را با استفاده از نماد قدر مطلق به صورت یک معادله یا نامعادله نوشته و جواب آن را روی محور اعداد نمایش 
دهید.

77

3 xx

الف) فاصله بین x  و 3  برابر  7   است.

جواب را مى توان طبق نمودار روبرو به راحتى به دست آورد:

روش جبرى:

ب) دو برابر فاصله بین x و 6  برابر 4 است.

پ) فاصله بین x و 3- بزرگتر از 2 است.

22

6 xx

روش جبرى:

22
-3 -1-5

روش جبرى:

(ب
نامنفى

غ . ق . ق

غیر ممکن هست.

در نتیجه معادله جوابى ندارد.

نامنفى

غ . ق . ق
ق . ق

تذکر: معادلات بالا را مى توان به روش هاى زیر هم حل نمود:

2- با به توان 2  رساندن دو طرف معادله1- با استفاده از تعریف قدر مطلق

3- به روش هندسى
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MNGH
Line

MNGH
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2 )ب −x x2 1+ = x2 1+

5  نمودار هر یک از توابع زیر را رسم کنید سپس به ازای y   =  3 معادلات به دست آمده را به روش هندسی و جبری حل کنید.

||
xالف( =y x −
x

y   =x   2-6x )ب

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y

با توجه به نمودار؛ معادله یک جواب دارد:

روش جبرى:

ق . ق

غ . ق . ق

0

1

2

3

4

x

y

-6

-7

-8

-9

-5

-4

-3

-2

-1
-1-2 1 2 3 4 5 6 7 8

معادله 2 جواب دارد:
یک جواب بین 0 و  1- 

یک جواب هم بین 6  و  7 

روش جبرى:

MNGH
Rectangle
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MNGH
Oval

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Line



قلندری



6  ابتدا نمودار تابع |x    ( =||x  |-2(   f را رسم کنید، سپس معادله 1= )    f   )x را به روش هندسی و جبری حل نمایید.

7  ابتدا نمودار تابع |  f   )x    (  =  |x2-2x را رسم کنید سپس به روش هندسی معادله x2-2x     |   =2| را حل نمایید.

6  ابتدا نمودار تابع |x    ( =||x  |-2(   f را رسم کنید، سپس معادله 1= )    f   )x را به روش هندسی و جبری حل نمایید.

7  ابتدا نمودار تابع |  f   )x    (  =  |x2-2x را رسم کنید سپس به روش هندسی معادله x2-2x     |   =2| را حل نمایید.

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-5

-4

-3

-2

-1

0

1
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3

4

x

y

با توجه به نمودار؛ معادله 4 جواب دارد:

روش جبرى:

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 40

1

2

3

4

x

y

-1

-2

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 40

1

2

3

4

x

y

-1

-2

؛  یک جواب هم بین 2  و 3یک جواب بین 0 و 1-   معادله 2 جواب دارد:

روش جبرى:

ریشه حقیقى ندارد
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5
درس

 آشنایی با هندسه تحلیلی

دکارتی شامل  دستگاه مختصات  آشنا شدید. یک  با دستگاه محورهای مختصات  گذشته  در سال های 
دو محور عمود بر هم از اعداد حقیقی است که محورهای مختصات نامیده می شود و در مبدأ یکدیگر را 
قطع می کنند. محور افقی را محور xها )طول ها( و محور عمودی را محور yها )عرض ها( می نامند. این 
محورهای مختصات صفحه مختصات )یا صفحه xy( را به چهار ناحیه تقسیم می کنند که هر ناحیه یک ربع 

نامیده می شود و نقاط روی محورها در هیچ ربعی نیستند.
برای هر نقطهٔ P یک زوج مرتب )a , b( وجود دارد که مختصات نقطه P نامیده می شود. طول نقطه P را 

با xp و عرض نقطه p را با yp نشان می دهیم.
در این بخش با برخی از نکات در رابطه با مختصات نقاط در صفحه آشنا می شویم.

هندسه تحلیلی
هندسه تحلیلی شاخه ای از ریاضیات است که از ترکیب هندسه و جبر مقدماتی به وجود آمده است. در این رشته اشکال هندسی و روابط 

بین آنها را با مقادیر و معادلات عددی و جبری بیان می کنند.
بنیان گذاران این مبحث دکارت و فرما در قرن 17 میلادی بوده اند.

این رشته در مورد اندازه، فاصله و زاویه و فرمول های مربوط به آن بحث می کند.
منبع دانش نامه رشد.

]به نقل از ویکی پدیا[

-2 -1 1 2
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روی محور اعداد مبدأ را با O و نقطه متناظر 4 را با A و نقطه متناظر 
3- را با B مشخص کرده ایم.

1  طول پاره خط های OA و OB چقدر است؟
2  طول پاره خط AB چقدر است؟

3  فاصله دو نقطه A و B متناظر با 4 و )3-( از یکدیگر چقدر است؟
4  با توجه به محورهای زیر در مورد فاصله بین دو نقطه A و B چه 

می توان گفت؟

 فعالیت 

 فعالیت 

فاصله بین دو نقطه

B                  O                         A

A B

a b
b a−

B A

b a
a   b−

اگر طول نقاط متناظر با A و B روی محور اعداد را به ترتیب با xA و xB نشان دهیم، در این صورت فاصله بین A و 
B را به صورت زیر تعریف می کنند.

AB=|xB   -xA|

1  دو نقطه )٢,٥(A و )٦,٣ ( B را در شکل روبه رو، در نظر بگیرید:
A

BH

الف( روی محور افقی xA و xB و روی محور عمودی yA و yB را مشخص کنید.
( و رابطه فیثاغورس، طول پاره خط AB را به دست آورید. Ĥ °= 90 ( AHB با توجه به مثلث قائم الزاویه )ب
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33 فصل اول : جبر و معادله

2 اگر )x1,y1(A و )B)x2,y2 دو نقطه دلخواه در صفحه مختصات باشند، با 
توجه به شکل روبه رو طول AB را محاسبه کنید.

AB 2=AH  2+BH  2

AB 2=....

  ....   AB =

y

y

2

y A

B

H1

x1 x
x

2

به طور کلی اگر )x1,y1(A و )B)x2,y2 باشند، آنگاه طول پاره خط AB برابر است با:

( ) ( )AB x x y y= − + −2 2
2 1 2 1  

سه نقطه )1,2( ،A)1,3-(B و )C  )5,-5 سه رأس 
مثلث ABC هستند.

الف( مثلث را رسم کنید.
ب( طول اضلاع مثلث را به دست آورید.

پ( نشان دهید مثلث ABC قائم الزاویه است.

ت( شیب دو خط AB و AC را به دست آورید.
 چه رابطه ای بین دو شیب مشاهده می کنید؟

کاردرکلاس 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-5
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5
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y

5

C

B

A

? ?

؛  چون رابطه فیثاغورس برقرار است
لذا مثلث ABC در رأس A قائمه الزاویه است.

به عبارت دیگر؛ شیب هاى دو خط عمود برهم؛ معکوس و قرینه ى یکدیگرند.
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 مثال: معادله عمودمنصف پاره خطی که نقاط )2,1-(A و )B  )3,4 را به هم وصل می کند را بیابید.
 حل: عمودمنصف یک پاره خط شامل همه نقاطی است که فاصله آنها از دو سر پاره خط به یک اندازه است. بنابراین اگر 
پاره خط می توان  با استفاده از فرمول فاصله  AB قرار دارد. فرض کنیم )P  )x   , y آنگاه  P روی عمودمنصف  PA=PB آنگاه 

)نوشت: ) ( ) ( ) ( )x y x y+ + − = − + −2 2 2 22 1 3 4

با به توان دو رساندن طرفین و ساده کردن داریم:
5x  +3y  =10 

برقرار   B و   A از  هم فاصله  نقاط  تمام  برای  معادله  این 
است بنابراین، معادله عمودمنصف AB است.

خط  شیب  و   3

5
برابر   AB خط  شیب  بالا  مثال  در 

5− است. چه رابطه ای بین این دو 

3
عمودمنصف آن برابر 

شیب مشاهده می شود؟

کاردرکلاس 

به طور کلی:
 اگر خطوط d و ´d به ترتیب با شیب های m و ´m بر هم عمود باشند آنگاه mm´=-1 و برعکس.

به دو روش نشان دهید نقطه )12,11-( P روی عمودمنصف پاره خط واصل دو نقطه )0,-3(A و )B )6,15 قرار دارد.

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

x

y

A

B

x y+ =5 3 10

حاصلضربشان 1- مى شود؛ به عبارت دیگر  قرینه و معکوس یکدیگرند.

روش اول:

؛  چون فاصلۀ نقطۀ P از دو سر پاره خط AB به یک اندازه است
لذا P روى عمودمنصف AB قرار دارد.

ابتدا معادله خط عمود منصف AB را به دست مى آوریم:روش دوم:

عمود منصف

معادلۀ عمودمنصف

A B
M

P

? ? در نتیجه نقطۀ P روى عمود منصف AB است.

وسطABیک روش دیگر:

در نتیجه PM عمود منصف AB است.
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35 فصل اول : جبر و معادله

مختصات نقطه وسط یک  پاره خط

1   در شکل زیر نقطه M وسط پاره خط AB است. طول نقطه M چقدر است؟

A B
−2 6M

Ax Mx Bx

A BM

AM  =MB xM-xA=.....

4  اگر A و B روی محور yها و عرض نقاط A و B را با yA و yB نشان دهیم و M وسط پاره خط AB باشد، چه دستوری 
برای محاسبه عرض نقطه M می توان بیان کرد؟

 فعالیت 

کاردرکلاس 

اگر )1,   5(A و )5  ,3(  B دو سر پاره خط AB و )M)a  , b وسط 
پاره خط AB باشد:

مختصات  محور  روی  را   M و   B و   A نقاط  تصویر  الف( 

مشخص کنید.
ب( با توجه به تصویر نقاط A و B و M روی محورها مختصات 

نقطه M را به دست آورید.

A

B

x

y

اگر A و B دو نقطه در صفحه مختصات و M وسط AB باشد. مختصات نقطه M برابر است با:

,A B A B
M M

x x y y
x y

+ +
= =

2 2

0

طول نقطۀ M میانگین طول نقطه هاى A و B است.

M
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اگر خط d و نقطه A در خارج آن داده شده باشد، فاصله نقطه A از خط d را همان کوتاه ترین فاصله A از d تعریف می کنیم. با 
توجه به آنکه طول عمود از طول مایل کوتاه تر است )چرا؟( این فاصله را عمود AH در نظر می گیریم.

بنابراین برای به دست آوردن فاصله نقطه از خط کافی است از آن نقطه بر خط عمود رسم کرده و طول پاره خط عمود شده را 
اندازه گیری کنیم.

 فعالیت 
خط d به معادله 3x   + 4y   =12 و نقطه ) A)2,  5 در شکل زیر داده شده است.

1  عمود AH را بر خط d رسم کنید.
2  رابطه بین شیب های خطوط d و AH را به دست آورید.

3  شیب AH را به دست آورده و معادله خط AH را بنویسید.
4  دستگاه متشکل از دو خط d و AH را تشکیل دهید و مختصات محل برخورد دو خط )نقطه H( را به دست آورید.

5  طول پاره خط AH را محاسبه کنید.

فاصله یک نقطه از یک خط

A

H
d

M

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-1

0

1

2

3

4

5

x

yA

d

y

H

AH معادله خط
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y را به دست آورید. x= +
4

4
3

 مثال: فاصله نقطه )A)-2,4 از خط 

 حل: ابتدا معادله خط را به صورت 4x  -3y  +12=0 می نویسیم. طبق فرمول فاصله نقطه از خط فاصله نقطه A تا خط 
|d را AH فرض کرده و داریم: ( ) ( ) | | |

( )
AH

− − + −
= = =

+ −2 2

4 2 3 4 12 8 8

5 54 3

 مثال: فاصله نقطه )4-  وA)1 از خط 8x   +  6y   = k   برابر 4 است. مقدار k چقدر است؟
 حل: ابتدا معادله خط را به صورت 8x      +  6y    -   k     =0 می نویسیم. مطابق فرمول فاصله نقطه از خط داریم:

| ( ) ( ) | | | | |k k
AH k

+ − − − −
= ⇒ = ⇒ − − =

+2 2

8 1 6 4 16
4 16 40

108 6

k k

k k

− − = ⇒ = −
− − = − ⇒ =

16 40 56

16 40 24

1ــ از اثبات فرمول به دلیل طولانی شدن صرف نظر می شود. دانش آموزان علاقه مند می توانند به اثبات آن بپردازند.

کاردرکلاس 

به طورکلی اگر بخواهیم فاصلهٔ نقطهٔ )A)x0, y0 از خط ax     +  by   +c  =0 را به دست آوریم، با استفاده از مراحل فعالیت 
قبل می توان نتیجه گرفت طول عمود AH برابر است با:

| |ax by c
AH

a b

+ +
=

+
0 0

2 2

که در آن علامت قدرمطلق در صورت کسر برای نامنفی شدن مقدار AH می باشد.)1(

1   درصورتی که )A)2,3 رأس یک مربع و معادله یک ضلع آن  2x -    5y  =3 باشد، مساحت این مربع چقدر است؟

2  خطوط 3x  +2y  =1 و 2x  -3y  =2  معادلات دو ضلع یک مستطیل و )A)2,5 یک رأس آن است. مساحت مستطیل چقدر 
است؟

A

H

: ضلع مربع

A

H

E
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1  مثلث ABC با رأس های ) 1 ,7-( A و )6  ,  -2-(   B و )C    )3  ,   3 را در نظر بگیرید.
				  ب( نشان دهید مثلث متساوی الساقین است.   الف( مثلث را رسم کنید.

پ( معادله عمودمنصف ضلع BC را به دست آورید.           ت( طول ارتفاع AH چقدر است؟
2   نقاط )0,6(A و )B  )8,-8 نقاط انتهای قطر یک دایره می باشند. مختصات مرکز و طول شعاع دایره را به دست آورید.

3   شکل نمای جانبی عدسی از منحنی سهمی به معادله y    =  x2  -  8x    -20 مطابق شکل زیر مدل سازی می شود.

تمرین 

الف( مختصات  نقاط  انتهای  عدسی A و B را به دست آورید.

ب( اگر  x برحسب سانتی متر  باشد طول AB را به دست آورید.
آن چقدر  بیشترین ضخامت  باشد  متقارن  کاملاً  اگر عدسی  است؟پ( 

x

y

A B

پ( معادله عمودمنصف ضلع BC را به دست آورید.           ت( طول ارتفاع AH چقدر است؟
2   نقاط )0,6(A و )B  )8,-8 نقاط انتهای قطر یک دایره می باشند. مختصات مرکز و طول شعاع دایره را به دست آورید.

A

C

B

ABC در نتیجه مثلث
متساوى الساقین است.

پ)

BCوسط
عمود منصف

BC معادلۀ عمودمنصف

ت)

BC معادلۀ خط

A

B

M وسط ABشعاع دایره

الف)

ب)

پ)
رأس سهمى

بیشترین ضخامت عدسى
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O
x

y

P Q

S x( ,8)

a
 می باشد.

2

−c c| |′

+b2
4   ثابت کنید فاصله دو خط موازی ax  +by  +c  =0 و ax  +by  +c′=0 برابر 

5   خط 4x   + 3 y     =   5 بر دایرهٔ C به مرکز )O )-1,2 مماس است. طول شعاع دایره چقدر است؟

6   نقطه )S    )x  ,     8 روی نیم دایره ای به شعاع 10 در شکل روبه رو داده شده است.
الف( مقدار  x را به دست آورید.

ب( شیب خط های PS و S Q را به دست آورید.
PSQ قائم است.∧ پ( نشان دهید 

A کافى است یک نقطۀ دلخواه روى یکى از خط ها در نظر بگیریم و فاصلۀ آن را از خط دیگر بیابیم:

باشد؛ در اینصورت داریم:روى خط فرض کنیم نقطۀ 
H

روشى دیگر:

در نظر مى گیریم. در اینصورت خواهیم داشت:نقطه اى به طول صفر روى خط 

x

7   اگر فاصله نقطه )A)1,2 از خط a x   + 4y   =1 برابر 2 باشد، مقدار a چقدر است؟
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8   سه رأس مثلث C    )3,1( ،B  )-3,3( ،A )-10,-13( ، ABC می باشند.
الف( طول عمودی که از رأس B بر میانه نظیر رأس C وارد می شود را به دست آورید.

ب( مختصات رأس D را چنان تعیین کنید که ABCD یک متوازی الاضلاع باشد.

9   نقطه ای روی خط y  =2x تعیین کنید که مجموع فاصله های آن تا مبداء مختصات و نقطه )A)2,4 برابر 5 باشد.
 AM و میانه AH به ترتیب پای ارتفاع M و H هستند. اگر ABC سه رأس مثلث C  )6,-1( و B)1,-1( و A)4,2( 10   نقاط

A

B

C

M

H

D

CM معادلۀ خط میانۀ

AB وسط

ب)
مى دانیم در هر متوازى الاضلاع؛ قطرها همدیگر را نصف مى کنند؛ لذا وسط AC و وسط BD  برهم منطبق هستند. 

پس مى توانیم بنویسیم:

نقطۀ  Mرا روى خط   y=2x در نظر مى گیریم:

اگر

اگر

اگر ق . ق

ق . ق
غیر ممکن  است.

یا

MNGH
Oval

MNGH
Oval

MNGH
Oval

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Line

MNGH
Oval

MNGH
Line

MNGH
Oval

MNGH
Line

MNGH
Oval

MNGH
Rectangle

MNGH
Rectangle



قلندری



9   نقطه ای روی خط y  =2x تعیین کنید که مجموع فاصله های آن تا مبداء مختصات و نقطه )A)2,4 برابر 5 باشد.
 AM و میانه AH به ترتیب پای ارتفاع M و H هستند. اگر ABC سه رأس مثلث C  )6,-1( و B)1,-1( و A)4,2( 10   نقاط

باشند طول MH را به دست آورید.
A

B CM H

با توجه به شکل روبرو؛ BC موازى محور طولها و AH عمود بر آن 
است؛ لذا مى توان مختصات نقطۀ H را به صورت زیر به دست آورد:

همچنین M وسط BC است؛ پس:
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